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Quantenmechanische Statistik und Korrelationsrechnung

Von Fritz Bopp
Aus dem Max-Planck-Institut fiir Physik der Kaiser-Wilhelm-Gesellschaft in Hechingen

(7. Naturforschg. 2a, 202—216 [1947]; eingegangen am S§. November 1946) *

Im 1. Abschnitt wird gezeigt, dall die Annahme einer relativen Haufigkeit iiber der
pg-Ebene mit der Heisenber gschen Unschiirferelation nicht vertriglich ist, so daf
auf die quantenmechanische Statistik gewdhnliche statistische Methoden nicht anwend-
bar sind. Abschnitt 2 gibt eine Darstellung der hoheren Korrelationsrechnung (nach
Gebelein) zur Berechnung einer die Korrelation beschreibenden Matrix. Die rezi-
proke Frage, aus dieser Matrix die Statistik abzuleiten, fiihrt zu einer Verallgemeine-
rung der gewdhnlichen statistischen Methoden. Abschnitt 3 enthiilt den Nachweis, daB
die quantenmechanische Statistik, #hnlich wie die klassische, einen Sonderfall der ver-
allgemeinerten Statistik darstellt. In Abschnitt 4 wird untersucht, wie sich die Statistik
klassischer und quantenmechanischer Gihb sscher Gesamtheiten in die verallgemei-

nerte Statistik einordnet.

1.Unvertr5glichkeitder Heisenberg-
schen Unschérferelation mit den ge-
wohnlichen Methoden der Statistik

D ie Heisenbergsche Unschirferelation stellt
eine statistische Aussage dar iiber ein durch
zwei Merkmale mit kontinuierlich variabler Man-
nigfaltigkeit von Einstellungsmoglichkeiten p,q
gekennzeichnetes Ereignis?. Sie besagt, daB fiir die
mittleren Schwankungsquadrate die Ungleichung

P—pr-@—g'>1r* &)
gelte und daB diese erhalten bleibe bei beliebiger
kanonischer Transformation der Variabeln p, g,

speziell also bei der infinitesimalen Transforma-
tion

IK IK
q op

Das Transformationspotential ist dabei will-
kiirlich wahlbar.

Da wir zunichst nur den mathematischen In-
halt dieser Aussage studieren wollen, soll einst-
weilen von allen physikalischen Zusammen-
hingen abgesehen werden. Wir denken also nicht
an Welle und Korpuskel, sondern an einen Punkt
in der pg-Ebene, iiber dessen Lage eine statistische
Aussage gemacht ist, die genau dieselben Begriffe

* Abschnitt 4 wurde spéter (Februar 1947) nach-
getragen.

? Speziell in der Physik spricht man statt von
Merkmalen und Miglichkeiten der Einstellung lie-
ber von physikalischen Grofen und den Werten, die

diese annehmen konnen. Fiir die allgemeine Diskus-
sion ziehen wir die statistischen Begriffe vor.

benutzt wie geldufige statistische Aussagen iiber
ein durch zwei Merkmale charakterisiertes Er-
eignis.

Um Ungl. (1) explizit zu formulieren, wiirde
man gewohnlich die Existenz einer Wahrschein-
lichkeitsfunktion W (p, q) voraussetzen.

W(p,q dpdq ®3)
wire also die Wahrscheinlichkeit dafiir, daf sich
unser Punkt an der Stelle p, ¢ im Bereich dp- dq
befinde. Daraus berechneten sich die Mittelwerte
und Momente in bekannter Weise. Bei gemifl
J W(p,q) dpdq =1 normierter Verteilung wiire

p =[p Wdpdg, q = [q Wdpdg; .

P=[p Wdpdg, F = [ Wipdg; Y
woraus die in Ungl. (1) eingehenden mittleren
Schwankungsquadrate wie gewdhnlich folgen
wiirden. Wir werden jedoch zeigen, daB es keine
Verteilungsfunktion W (p,q) gibt, die die Un-
schiirferelation unabhéingig vom Bezugssystem
richtig wiedergeben kann. Es wird bewiesen, dafB
man die untere Schranke der Ungleichung bei An-
nahme einer solchen Verteilungsfunktion durch
passende kanonische Transformationen immer
weiter herabsetzen kann, was der Voraussetzung
widerspricht. Hierin dufert sich die Sonderstel-
lung der quantenmechanischen Statistik3,

3 Den obigen Satz hat E. Fues vor Jahren ein-
mal im Anschlufl an eine Breslauer Diskussion be-
wiesen. Seine Beweismethode ist mir heute nicht
mehr bekannt, diirfte aber der im Text angegebenen
dhnlich gewesen sein. Die hier angestrebten Folge-

rungen aus dem Satz gehen iiber die damalige Dis-
kussion hinaus.

@ 99

Lizenz.

Zum 01.01.2015 ist eine Anpassung der Lizenzbedingungen (Entfall der
Creative Commons Lizenzbedingung ,Keine Bearbeitung®) beabsichtigt,
um eine Nachnutzung auch im Rahmen zukiinftiger wissenschaftlicher

Nutzungsformen zu erméglichen.

Dieses Werk wurde im Jahr 2013 vom Verlag Zeitschrift fir Naturforschung
in Zusammenarbeit mit der Max-Planck-Gesellschaft zur Férderung der

ND Wissenschaften e.V. digitalisiert und unter folgender Lizenz verdffentlicht:
Creative Commons Namensnennung-Keine Bearbeitung 3.0 Deutschland

This work has been digitalized and published in 2013 by Verlag Zeitschrift
fiir Naturforschung in cooperation with the Max Planck Society for the
Advancement of Science under a Creative Commons Attribution-NoDerivs
3.0 Germany License.

On 01.01.2015 it is planned to change the License Conditions (the removal
of the Creative Commons License condition “no derivative works”). This is
to allow reuse in the area of future scientific usage.



QUANTENMECHANISCHE STATISTIK UND KORRELATIONSRECHNUNG

Da die Schwierigkeit jedoch erst entsteht, wenn
man das Heisenbergsche Problem mit dem
herkémmlichen Kalkiil fiir Ereignisse mit zwei
Merkmalen, behandelt, mufl man schliefen, daB
die Methoden dieses Kalkiils enger sind als die
bei seiner Formulierung benutzten Begriffe. Man
darf erwarten, dafl man durch Verallgemeinerung
zu umfassenderen Methoden kommen kann, und
wirwollen versuchen, eine die quantenmechanische
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61;:_ Wdp dq,
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Statistik einschliefende Erweiterung zu finden.

Zunichst wollen wir den eben formulierten Satz
beweisen. Seien P=p+3p, @=q+3q die gemil
Gl. (2) transformierten Variabeln, so erhilt man °
die neuen Mittelwerte analog zu Gl. (4) aus

P=[P(p,q W(p,q) dp-dq usw.

Die infinitesimalen Variationen der Mittelwerte
lauten also

=+ f

-5 IK
6g2=+2/ga'7

oK
— Wdpd
p pag,

Wdpdq.

Daraus folgt als Anderung der linken Seite der Unschérferelation der Ausdruck

olor =)@ - =2~ [«

Fiir eine Verteilungsfunktion, die gerade die
untere Grenze der Unschirferelation realisiert,
diirfte diese Variation nicht negativ sein, da
sonst nach der Transformation die Unschérfe
herabgesetzt wire. Das ist aber nicht der Fall.
Setzen wir z.B.

1
K=5r@0'—9), (6)

so ergibt sich aus Gl. (5) der Ausdruck

sl =) @ —al =

271 =) + @ — Pl G —3-0, @
der negativ wird, wenn wir fiir v das dem Mittel-
wert p ¢ — p - ¢ entgegengesetzte Vorzeichen wih-
len.

Der Beweis ist noch in zwei Punkten zu ver-
vollstdndigen. Erstens koénnten alle fiir die Un-
schérferelation zulidssigen Verteilungsfunktionen
gerade durch die Bedingung pgq —p -¢=0 ge-
kennzeichnet sein. Zweitens brauchte unter die-
sen Funktionen keine zu sein, die fiir das Schwan-
kungsprodukt gerade die untere Grenze liefert.

Im ersten Falle helfen Verinderungen des An-
satzes in Gl. (6). So folgt z.B. aus K = v- p3:

ol —m)-@-ol=
6y(p*—p)@p*—gqp) - - -

Da im allgemeinen nicht alle Differenzen solcher
Mittelwerte verschwinden konnen, bleibt unser

®)

IK
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dedq—ﬂf—f)/@—mw Wdpdyg .
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obiger Schlub bestehen, auBer fiir spezielle Funk-

2 2
tionen von der Form v = (ﬁz- +

0 "
kanonische Transformationen nicht invariant sind,
so daB die bestmogliche Beobachtung in einem
Koordinatensystem in einem andern nicht mehr
optimal ist. Was den zweiten Einwand an-
geht, so muB es jedenfalls Funktionen geben, die
beliebig nahe an die untere Grenze heranfiihren,
weil man diese sonst heraufsetzen konnte. Bei
Annidherung an diese Grenze streben im allge-
meinen die Faktoren von v in den Gln. (6) und
(8) — und wenn nicht in diesen, dann wenigstens
in dhnlich wie oben passend verdnderten Aus-
driicken — einem von Null verschiedenen Wert
zu, so daB} schlieBlich der Abstand des Schwan-
kungsproduktes von seiner unteren Grenze durch
die Transformationsverminderung iiberkompen-
siert wird.

Von den physikalischen Betrachtungen iiber
die Unschirferelation herkommend?®, kann dieses
Ergebnis kaum iiberraschen. Die Unmoglichkeit,
p und q gleichzeitig zu messen, weil die Messung
der einen Grofe die der andern in unkontrollier-
barer Weise modifiziert, verhindert offenbar nicht
nur eine direkte Bestimmung der Haufigkeitsver-
teilung in der Phasenebene. Sie macht es auch un-
moglich, den Begriff der relativen H&ufigkeit auf
irgendeine Weise aus den zugénglichen Beobach-

%) , die gegen
9o

4 W. Heisenberg, ,Physikalische Prinzipien
der Quantenmechanik®“1s, II, u. III.
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tungen indirekt abzuleiten. Dall damit die Un-
schéarferelation nicht ihren Charakter verliert,
eine rein statistische Aussage zu sein iiber die
Lage eines Punktes in bezug auf zwei Achsen p
und ¢, bleibt in physikalischen Betrachtungen
leicht unbeachtet, weil man dort, wo die gewohn-
liche Statistik nicht mehr funktioniert, zum Wel-
lenbild iibergeht.

Wir wollen die Verhéltnisse noch einmal, und
zwar an einem finiten, also besser zu iibersehen-
den Beispiel, studieren. Gegenstand der Unter-
suchung seien Ereignisse, die durch zwei Merk-
male A und B mit je zwei Einstellungsmoglichkei-
tena = *1, b = *1 beschrieben werden. Wie in dem
durch die Heisenber gsche Unschiirferelation
gegebenen Fall mégen nur Aussagen iiber Einzel-
wahrscheinlichkeiten vorausgesetzt werden. Es
seien nicht nur die Streuungen, sondern die Ge-
samtverteilungen gegeben gemif:

fcos2 3, cos?y,
u (a) = { v (b) = |sin? g , w(c) = i’ 7.
9)
Darin bedeuten u(a) und v (d) die relative Hiufig-
keit, mit der die Eigenschaften a und b auftreten,
und w(c¢) die fiir das Produkt ¢ =ab. Wahrend
man die Unschérferelation, auller fiir die Grund-
variabeln p und g, fiir eine ganze Gruppe von
Transformationen (n#mlich fiir alle kanonisch
konjugierten Systeme P(p,q), @ (p,q) formulie-
ren mull, macht bei unserem finiten Beispiel die
Angabe der Wahrscheinlichkeitsverteilung fiir
eine einzige Funktion (z.B. fiir ¢ = ab) das stati-
stische Problem so bestimmt als moglich.
Es fragt sich, ob man aus den statistischen An-
gaben in Gl. (9) eine Wahrscheinlichkeitsvertei-

T e[y

ableiten kann. Unter der Annahme der Existenz
einer solchen Funktion folgen fiir die Matrix-
elemente die Gleichungen

cos? a,
sin® a,

(10)

R+ S=sin’a,

P+ @Q=cos?a,
P4+ R=cos*f, @+ S=sin®p,
P+ S=cos’y, @+ R=siny.

Thre Auflésung ergibt
P= 4/, (cos® a + cos® 8 + cos?y — 1),
Q=+ "/, (cos* a—cos? f—cos?y + 1),
R=—"/, (cos® a—cos®§ + cos®y — 1),
S=—1,(cos*a + cos®? f—cos?y — 1),

(11)

F.BOPP

Liefert z.B. eine Beobachtung der GroBen a, b
und ¢ fiir alle Einstellungsvarietiten Gleichwahr-
scheinlichkeit, also cos?a = c0s28 = cos2y = /2, s0O
folgt aus Gl. (11) P=Q =R =S =1 Es exi-
stiert eine zweiparametrige Wahrscheinlichkeits-
verteilung. Erhdlt man statt dessen

cos®a=rcos’f =cos’y=1/4, (12)
so folgt fiir die Matrix W
’ —1 + 3)
W=1/8 (+ 3 43 (18)

Es ergibt sich also in diesem Falle keine Wahr-
scheinlichkeitsverteilung im eigentlichen Sinne, da
relative Haufigkeiten wesentlich positive Zahlen
sind.

Der Statistiker, der herkémmliche Probleme vor
Augen hat, wird zunéchst aus Gl. (13) schlieflen,

“daB es die in Gl. (12) angenommene Beobach-

tung in Wirklichkeit nicht geben kann. Die atom-
physikalische Erfahrung zeigt jedoch, dafl dieser
Schlufl nicht allgemein richtig zu sein braucht.
Aus Gl. (13) kann kein Widerspruch abgeleitet
werden, wenn man die beiden Merkmale A und B
prinzipiell nicht gleichzeitig messen kann, wenn
die Messung jeder Grofle eine vorangegangene
Messung der andern als zukunftsbestimmenden
(hier als c-bestimmenden) Faktor zerstért. Das
paradoxe Ergebnis in Gl. (13) besagt, daB es
dort, wo die Erfahrung solches liefert, z. B. in der
Atomphysik, sinnlos oder nur in einem iibertra-
genen Sinne moglich ist, von zweiparametrigen
‘Wahrscheinlichkeitsverteilungen zu  sprechen.
Gleichwohl wird man auch unter den verallge-
meinerten Bedingungen einen Ausdruck brauchen,
der die Korrelation zwischen %, » und w be-
schreibt.

2. Verallgemeineruﬁg
der Korrelationsstatistik

Zur Vorbereitung dieser zu fordernden Verall-
gemeinerung wollen wir uns mit den Begriffen
der gewdohnlichen Korrelationsstatistik vertraut
machen. Wir werden sie gleich in einer fiir das
Folgende zweckméfigen Form schreiben®. X und
Y seien die beiden ein Ereignis charakterisieren-
den Merkmale, die beide N Werte Ty und y,

5 Die klassische Korrelationsrechnung ist im An-
schluf an H. Gebelein, ,Zahl und Wirklichkeit®,

Leipzig 1943, formuliert. Vergl. auch H. Gebe-
lein, Z. angew. Math. Mech. 21, 364 [1941].
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(w,v=0,1,2...N—1)° annehmen konnen. W,
sei eine (echte) zweiparametrige Wahrscheinlich-
keitsfunktion. Sie gibt die Wahrscheinlichkeit da-
fiir an, daB X und ¥ die Werte x,, und y, haben.

wy =2 Wiy 0y =21 Wy, (14)
v Iz

sind die Einzelwahrscheinlichkeiten fiir die Gro-
Ben X und Y, die gemil

D W, =Du, =D v, =1 (15)
wv ® v

normiert seien. Der Mittelwert einer Funktion
F (zy,y,) berechnet sich aus

F=F@, #,) Wy,
W,y

(16)

Das Quadrat des Korrelationskoeffizienten lautet
nach elementarer Definition

g =BG ;.
C—a 9

(17)

Dieser Koeffizient ist nach der Sch warzschen
Ungleichung stets < 1. In der vorliegenden Form
héngt er noch von der zufilligen Merkmalbeziffe-
rung ab. Bei Merkmaltransformationen &ndert
sich im allgemeinen sein Wert.

Gebelein lost sich von dieser Willkiir, in-
dem er unter der Gesamtheit der méglichen Merk-
maltransformationen diejenige aussucht, die einen
maximalen Korrelationskoeffizienten ergibt. Das
fiithrt zu folgendem Variationsproblem. Unter den
Merkmaltransformationen

EM =8 (my,) y My =1 (yv) (18)

sind diejenigen aufzusuchen, fiir die der Aus-

druck
- 2
(}J E;c Ny WM v)
K2 = Wy, v
Zu.y ’E,Mz : Z v, My
" ;

Vv

= Max (19)

6 Die Annahme, dafl beide Merkmale X und Y
gleichviel Einstellungsmoglichkeiten haben, ist un-
wesentlich, geniigt aber fiir das Folgende und ist fiir
unsere Zwecke bequem.
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einen maximalen Wert annimmt. Da die Trans-
formation &,~>a&,,n,~>8m, den Wert des in E,
homogenen Ausdrucks 0.Grades K2 nicht &ndert,
konnen wir uns &,, und 7, 0.B.d.A. gemal

Zuu EM2= Z”vm}: 1
w ' v
normiert denken. Gl. (19) lautet danach einfach

2
K= (Z Eu My WM,v) = Max
UV
oder auch

K=)] &,m, W,,=Extr,
w,v

(20)

21)

da die Wurzel von K2 an der Stelle der Maxima
mindestens extremale Werte hat. Die Variationen
von EM und 7, ergeben unter Beriicksichtigung
der Nebenbedingungen in Gl. (20) nach der
Lagrangeschen Parametermethode die linearen
Gleichungen ’

Z W,vanv:Quu EM’ Z Wuva‘uzgvvnv' (22)
v w

Die zu den beiden Nebenbedingungen in Gl. (20)
gehorigen Parameter stimmen iiberein. Denn aus
den beiden Gleichungssystemen (22) folgt durch
Multiplikoaddition mit &, und =, iibereinstim-
mend: .

K= W, E,m=0. (23)
Wy v

Es ergibt sich zugleich, dal der maximale Kor-
relationskoeffizient ein Eigenwert des Variations-
problems ist.

Auf seine genauere Festlegung kommen wir
noch zuriick. Zun#chst -ist es zweckméBig, das
Eigenwertproblem in Gl. (22) auf Normalform zu
bringen. Setzen wir

“p,::w”27”v=xv21
Eu=TulVu>

Wuv =Yy S,wav?

24
")11:911/7.'1” (24)

so folgt fiir die Normierung

qu2:29v2=1’
w v

und Gl (22) lautet gleich matrizenmiBig ge-
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schrieben: -
Sg=of, Sf=og.

S bedeutet darin die Matrix der Sy S st die zu-
gehorige transponierte Matrix; f und g sind die
als einspaltige Matrizen geschriebenen Merkmal-
bezifferungen f pund g,. Iteration fithrt zu dem
die Korrelation bestimmenden Eigenwertproblem

S8 f=0'f,

Die Matrix S bezeichnen wir als Korrelgtions-
matriz. Sie gibt die Verkniipfung der Merkmal-
bezifferungen f und g einerseits und der Einzel-
wahrscheinlichkeiten u und v andrerseits.
Letzteres folgt aus Gl. (24). Denn mit Riick-
sicht auf Gl. (15) liefert Summation iiber . und v:

(25)

5 Sg=o0%g. (26)

w==58y, 1=Svw (27)
Die Amplituden ¥ und 3 der Einzelwahrschein-
lichkeiten u und » — wir werden hier zwangs-
laufig auf diesen von der Quantenmechanik ge-
priagten Begriff gefithrt — sind Losungen des
Eigenwertproblems in Gl. (26) zum Eigenwert
¢ = 1. Sie sagen offenbar nichts iiber die Korrela-
tion aus und miissen darum bei der Definition des
Begriffs des Korrelationskoeffizienten unberiick-
sichtigt bleiben. Erst der n#ichstgrofte Eigenwert
ist nach Gebelein ein MaB fiir die Korrelation
und bestimmt den Korrelationskoeffizienten. Wenn
er verschwindet, besteht keine Korrelation zwi-
schen den beiden Ereignissen. Sie sind in diesem
Falle statistisch unabhingig. Wenn K =1 ist,
wenn also neben der stets vorhandenen noch
eine weitere Losung zum Eigenwert 1 existiert,
herrscht maximale Korrelation. Die Merkmale sind
dann einander eindeutig zugeordnet. Nur fiir den
maximalen® Korrelationskoeffizienten und im all-
gemeinen nicht fiir den elementar definierten in
Gl. (17) gelten die eben genannten Sitze vollstin-
dig. Beim elementaren Ausdruck sind nur weni-
ger umfassende Aussagen richtig.

Zur Sicherstellung der eindeutigen Zuordnung
der Merkmale geniigt, dal ein weiterer Eigenwert
des Variationsproblems mit dem trivialen zusam-
menféllt. Dies folgt aus dem wesentlich positiven
Charakter der Wahrscheinlichkeiten W - Da ein
dhnlicher Satz in der Verallgemelnerten Statistik
nicht gelten wird, sei hier der Gebelein sche
Beweis angefiihrt® (S.381). Aus K =1 folgt nach
Gl. (23)

F.BOPP

K= Z w, ww ,u Ny
Z W, wv {E,u,2 +n,° —
oder, wegen der Normierung,
W, v

Da in jedem Summanden kein Faktor kleiner als
Null sein kann, mufl jeder fiir sich allein ver-
schwinden. Entweder ist Wuv=_0oder &;,=m,.

Wenn eine ganze Zeile oder Spalte der Matrix W
verschwindet, kommt die zugehorige Grofe E‘w
und =, gar nicht in der Gleichung vor. Sind meh-
rere nichtverschwindende Elemente vorhanden, so
folgt(wie z.B. aus W, W, +0: Ep="p=1y),

daB verschieden numerierte Werte eines Merk-
mals einem einzigen Wert des andern Merkmals
zugeordnet sind. Danach werden also die Merk-
malnummern &, und =, in bestimmter, wenn auch
im allgemeinen nicht eindeutiger Weise einander
zugeordnet. Auf diesem Satz beruht die Moglich-
keit, die Korrelation durch eine einzige Zahl (und
nicht etwa erst durch die Gesamtheit der Eigen-
werte) ungefihr zu kennzeichnen.

Aus der Zusammensetzung von Wahrschein-
lichkeiten folgt noch ein bemerkenswerter Satz
iiber Korrelationsmatrizen. Seien W, (A, &) und
W, (u,v) die Wahrscheinlichkeiten dafur daB die
Merkmalpaare X, Y und Y, Z bzw. die Werte z),
Yu und y,, 2, annehmen, so lauten die Einzel-
wahrscheinlichkeiten fiir jedes Merkmal:

(=)} =

WM(EM——??VV:O -

w(a;) = ZWMu%v%)ZWMm

w

um=2mww,<m—ZWww
v ©
Ferner sind
AN Wy (u,v)
u(xy) v (Yu)

die Zuordnungswahrscheinlichkeiten dafiir, daB
Y im Zustand Y, zu finden ist, wenn sich X in x;
aufhilt, und entsprechend Z in z,, falls Y in y,,
ist. Die zweiparametrige Wahrscheinlichkeit da-
fiir, daB man X in z; und Z in 2, findet, berechnet
sich daraus zu
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W,
u (x3)

W, (w,v)
v ()

W, v)=u(@) D,

Nennen wir die zu u, v, w gehorigen Wahrschein-
lichkeitsamplituden ¢, x und » und die zu W, W,
und W, gemdB GIl. (24) gehorigen Korrelations-
matrizen S, S, und S,, so folgt aus der letzten
Gleichung

S(;HW):ZSl(}"M)Sz(/’:v% §=5,5,. (28)
w

Bei einer Zusammensetzung von Wahrscheinlich-
keiten multiplizieren sich die zugehorigen Kor-
relationsmatrizen. Diese Eigenschaft haben die
Korrelationsmatrizen mit den quantenmechani-
schen Transformationsmatrizen gemeinsam.

Die Korrelationsrechnung geht von der zwei-
parametrigen Wahrscheinlichkeitsverteilung W,
aus. Man kann auch umgekehrt die Korrelations-
matrizen an die Spitze stellen, wie man leicht ein-
sieht, wenn man den zuriickgelegten Weg riick-
wirts geht. Formal wird man dabei stets, auch
bei beliebigem Ansatz fiir S, zu einer Funktion W,
kommen. Aber nur wenn S kennzeichnenden Be-
dingungen unterworfen ist, kann man W als
Wahrscheinlichkeit im Sinne relativer Haufigkeit
auffassen. Zunéchst diirfen die symmetrisierten
Matrizen S8 und §'S nur Eigenwerte zwischen
0 und 1 haben, unter denen die obere Grenze min-
destens einmal vorkommen mufl. Ordnen wir diese
Eigenwerte in absteigender Folge als Diagonal-
matrix an, die wir ihres positiven Charakters
wegen mit D2 bezeichnen, so muf}

SS =A4AD*4A’
sein mit
1 0 0 .
0 Ky0 .
D=| 0 o K.

A bedeutet in diesem Ansatz jene Orthogonal-
matrix (A4 =1), die die Matrix SS auf Haupt-
achsen bringt. Fiir S selbst folgt daraus:

S=ADEF,

worin B ebenfalls eine Orthogonalmatrix ist. Die
Matrix §'S = BD? B’ wird im allgemeinen von SS§’
verschieden sein, hat aber dieselben Eigenwerte.
Aus unseren Ansitzen fiir S§” und S’S erhélt man
vermoge Gl. (27) die Wahrscheinlichkeitsampli-
tuden

y=A4¢, 7=By
[1firu=1
0., uw*1

Die Normierungsbedingung ist von selbst erfiillt.
Die Wahrscheinlichkeiten lauten also nach Gl.

(24):
Wy,v= (ZD}. A,ule).) 'Aul V1
A

mit g)‘u = 6[,(,1 =

Fiir die Einzelwahrscheinlichkeiten erh&lt man
daraus oder auch unmittelbar aus dem Ansatz
fiir die Amplituden:

— .2 — 2
uM—AM1 5 v,=B,*.

Damit ist noch nicht sichergestellt, da8 die W,
relative Haufigkeiten darstellen. Sie konnen noch
immer negative Werte annehmen. Das wollen wir
am Beispiel der Doppelalternative zeigen. Es sei

10
D= (0 K) '
- cos B sin 8

- (— sin B cos ﬂ) ’

A ( cos a sin a) :
—sin a cos a
Daraus folgt
__(cos®a cos®f, cos®a sin®f
(sin2 a cos*f, sina sin® ﬁ)
. . 1—1
+ Ksin a- cos a-smﬁ-cosﬁ( 1 1) .
Wenn «, 3 im Intervall (0, =/2) liegen, konnen nur

die nichtdiagonalen Matrixelemente negativ wer-
den. Das wird durch die Bedingungen
tgf>K-tga, tga>K-tgg

verhindert, also wenn K =1 ist und wenn der
Punkt tge, tgB in einem Diagramm mit diesen
Koordinaten zwischen den Geraden mit den Stei-
gungsmassen 1/K > K liegt. Im Grenzfall K=1
erhilt man also positives W nur fiir « = 8. Daraus
folgt:

2
W=(cos a O )’
a

0 sin?
woraus sich die eindeutige Verkniipfung der kor-

relaten Merkmale ergibt. Ist « 8, so haben wir
im Grenzfall K =1:

W (+cosa cos B cos(a—f),
"~ \4sin a cos B sin(a — B),
—cosa sin 8 sin (a——ﬁ))
+ sin a sin 8 cos (@ — )/ ?

also eine Matrix mit einem negativen Element.
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Ohne auf die allgemeine Formulierung der Be-
dingungen fiir positive Wy, einzugehen, konnen
wir nun die oben angeschnittene Frage beantwor-
ten: Gibt es eine Erweiterung der gewdéhnlichen
Korrelationsstatistik, die die Statistil der Quan-
tenmechanik mitumfafit? Die Antwort folgt aus
der Umkehrung der Grundfrage der Korrelations-
statistik. Innerhalb der gewoéhnlichen Statistik ist
die reziproke Frage nicht allgemein lsbar. Wir
wollen den Operationsbereich der Statistik so er-
weitern, dafl alle einschrénkenden Bedingungen
wegfallen, definieren ihn also durch die Korrela-
tionsmatrix, die wir ganz allgemein ansetzen, fiir
die wir sogar komplexwertige Matrixelemente zu-
lassen werden. Die damit auf einem der Mathema-
tik gelaufigen Wege gewonnene Verallgemeine-
rung ist nicht inhaltsleer. Denn sie umfaft neben
der gewohnlichen Statistik auch die der Quanten-
mechanik als Spezialfall. Sie liefert auflerhalb der
gewohnlichen Statistik statt der zweiparametrigen
Hiaufigkeitsverteilungen entsprechende Funktio-
nen mit negativen Werten, die wir wie jene als
statistische Gewichte zur Berechnung von Mittel-
werten benutzen. Wenn negative Gewichte vor-
kommen, sind jedoch die zweiparametrigen Ge-
wichtsfunktionen nicht mehr als relative Haufig-
keiten beobachtbar. Die Methoden der verallgemei-
nerten Statistik gewinnen darum nur dann Be-
deutung, wenn die Bestimmung eines Merkmals
das statistische System so veréindert, daBl jede wei-
tere Bestimmung zunéchst nur eine Aussage iiber
das verénderte System liefert und keine oder nur
eine unvollstindige iiber das urspriingliche, wel-
ches Gegenstand der ersten Untersuchung war.

Den Ausgangspunkt der verallgemeinerten Sta-
tistik bildet also die komplexwertige Korrelations-
matrix S. Thre Hermiteschen' Produkte SSf
und StS haben positiv reelle Eigenwerte 02. Mit-
tels der normiert zu denkenden Eigenlosungen
¢, x zum Eigenwert ¢ der Gleichungen

Stw=0z, Sz=o0w
und SS* p=0y, ST S;=0%y (29)

wird die zweiparametrige Gewichtsfunktion der
erweiterten Theorie durch die Gleichung

1 * * *
WMWZW{WMSMva+Q/)H “wv zv} (30)

definiert. Aus ihr folgen in iiblicher Weise die
wesentlich positiven Einzelwahrscheinlichkeiten

F.BOPP

Uy = w;b wu, y Uy = Z:; Ly - (31)

und die zu beliebigen reellen Funktionen gehori-
gen Mittelwerte

F=) F(§, n,) Wy,

w, v

(32)

Gl. (82) ergibt sich nicht aus den vorhergehenden
durch Deduktion. Sie enthilt eine Definition, die
im klassischen Grenzfall offenbar richtig ist, deren
Brauchbarkeit in der Quantenstatistik sich aber
erst noch erweisen muf.

Dieser Beweis wird durch die Darstellung des
Mittelwertes in der Form eines Operator-Erwar-
tungswertes vorbereitet. Setzen wir in Gl. (32)
den Ausdruck fiir Wy aus Gl (30) ein und eli-
minieren wir y mittels Gl (29), so folgt

F=2 1w, Fyyw,=v' Fyp.
Wy v

(33)

Darin bedeutet F' eine Hermite sche Matrix mit
den Komponenten

1 ) .
Fyy =g 3 (F Gy 1) +F 1) 50150
A

(34)

Es gibt also in der allgemeinen Korrelationsstati-
stik und damit bereits in dem Sonderfall der klas-
sischen eine Operatordarstellung fiir die Mittel-
werte.

Die auf 1 normierten Eigenfunktionen Uy, der
Matrix F, die bezw. zu den Eigenwerten f, ge-
horen mogen, bilden gemil den Gleichungen

ZFluqu:U}.vfwa Z_FUZUf (35)

eine unitdre Matrix. Definieren wir hierdurch
transformierte Wahrscheinlichkeitsamplituden?

o=U"y, py=Uo, (36)
so folgt aus Gl. (33)
F=o'U'FUo=0"fo,
d. h.
@37)

F=2f,0;0,.
p

7 U ist hier einerseits die zwischen den Wahr-
scheinlichkeitsamplituden ¢ und o vermittelnde Kor-
relationsmatrix, andererseits eine Transformations-
matrix im quantenmechanischen Sinne.
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In der erweiterten Statistik ist die gewohnliche
Statistik sicher enthalten. Wenn S, eine reelle
‘Korrelationsmatrix ist, gehen die Gln. (29) bis
(33) in die friiher angeschriebenen iiber, deren
Zusammenhang mit den klassischen Formeln wir
bereits kennen. Ein einfaches Beispiel aus dem
klassischen Bereich mag die wechselseitigen Be-
ziehungen zwischen den Gln. (29) bis (37) deut-
lich machen. Es sei
S— (0,48 0,36)
0,64 0,48/

Daraus folgt mit Riicksicht auf die Gln. (29)
0,36 0,48) . (0,6) = (0,8)
YT logl £ o6l

0,48 0,64
Die Sakulargleichung der Matrix SS lautet
A(A—1)=0, so daB der zweite Eigenwert ver-
schwindet. Wir haben also ein Beispiel zweier

statistisch unabhéngiger Einzelwahrscheinlich-
keiten. GemaB Gl. (31) ist

0,36 0,64
() = (0,64) » )= (0,36) ’

und nach Gl. (30) erhilt man daraus als zwei-
parametrige Gewichtsfunktion eine echte Wahr-
scheinlichkeitsverteilung

_[0,2304 0,1296)
~ 10,4096 0,2304/

SS’—.:(

WV

Um die Giiltigkeit der Transformationstheorie
auch fiir dieses Beispiel aus der klassischen
Wahrscheinlichkeitsrechnung zu zeigen, bilden
wir nach GIl. (33) den Mittelwert folgender ein-
facher Funktion:

10
P={p3):

Er ist einerseits gleich der Spurvon W: F—0,4608.
Andererseits erhdlt man nach Gl. (34) als Opera-
tormatrix

F=

(0,2304 0,2400)
0,2400 0,2304/ °

Sie liefert die Eigenwerte

0,4704

_ _ [T
£=0,230440,24 = (_ 0,0096] *

Die Eigenlosungen bilden eine unitiire, hier also
speziell eine orthogonale Matrix:
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1 (+1 +1)
U=77 \+1 -1

Sie ergibt nach Gl. (36) die transformierten Wahr-
scheinlichkeitsamplituden bezw. Wahrscheinlich-
keiten:

1 1,4 , (098
=y (— 0,2)v RS (0,02)v

aus denen nach GI. (37) zusammen mit den Eigen-
werten wieder der Mittelwert

F=3f; o} 0; = 04608
folgt.

3. Anwendung der verallgemeinerten
Statistik auf die Quantenmechanik

Uber die Ergebnisse der Untersuchungen im
vorigen Abschnitt kénnen wir zusa_mmenfassend
folgendes sagen: Die Statistik von Ereignissen
mit zwei korrelaten Merkmalreihen wird gewohn-
lich durch Angabe einer zweiparametrigen Hau-
figkeitsverteilung erfafit. Dies setzt jedoch voraus,
daB sich die Beobachtung der beiden Merkmale
nicht wechselseitig stort. Es ist aber denkbar, dafl
es Ereignisse gibt, deren beide Merkmale niemals
zugleich zuginglich sind, obwohl sie ebenfalls in
Korrelation stehen. Auch in einem solchen Falle
konnte eine Hiufigkeitsverteilung existieren. Aber
das ist nicht von vornherein selbstverstidndlich.
Es ist Sache der Beobachtung, und das Ergebnis
kann der Annahme einer Hiufigkeitsverteilung
widersprechen. Die Quantenmechanik gibt dafiir
Beispiele.

Die Frage, wie man eine allgemeingiiltige Sta-
tistik mit zwei Merkmalreihen aufbauen kann,
laBt sich von der Korrelationsrechnung her be-
antworten. Wenn man nach einer von zufilliger
Merkmalbezifferung unabhéingigen Definition des
Korrelationskoeffizienten sucht, kommt man zu
einem Eigenwertproblem, das durch eine Matrix
S, die Korrelationsmatrix, gekennzeichnet ist.
Diese Matrix beschreibt jedoch im allgemeinen
nicht nur die Korrelation, sondern enthilt die
gesamte zweiparametrige Statistik. Allerdings
fithrt nicht jede Matrix zu einer entsprechenden
Hiaufigkeitsverteilung. Doch erlaubt sie allgemein,
sogar wenn wir komplexe Elemente zulassen, eine
sinnvolle Berechnung von Mittelwerten. Es liegt
d'arum nahe, sie als Basis der gesuchten Verall-
gemeinerung anzusehen.
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Das ist nur dann moglich, wenn sie die ge-
wohnliche Statistik mitumfalit. Und es ist sinn-
voll, wenn sie noch etwas mehr leistet, wenn sie
z.B. eine rein statistische Auffassung des Kal-
kiils der Quantenmechanik zuldft. Dal die ver-
allgemeinerte Statistik die klassische mit ein-
schlielit, ist nach ihrer Herleitung selbstverstind-
lich. Letztere stellt sich ein, wenn die aus der Kor-
relationsmatrix abzuleitende Gewichtsfunktion
wesentlich positiv ist. In diesem Fall gibt sie die
zweiparametrige Hiaufigkeitsverteilung der Er-
eignisse an. Die quantenmechanische Statistik er-
hélt man bei anderer Spezialisierung der Korrela-
tionsmatrix S. Sie wird in diesem Falle durch
zwei Bestimmungen festgelegt, von denen sich die
eine auf beliebige Grofien und die andere auf spe-
ziell einander zugeordnete Griolenpaare bezieht.
Wir untersuchen zuniichst die

Erste Bedingung: Die Wahrscheinlichkeiten
fiir die Werte jeder einzelnen Griofie fiir sich sind
statistisch unbestimmt (Unbestimmtheits-
forderung).

Diese Forderung ist keineswegs selbstverstind-
lich. Die S-Matriz eines gewohnlichen Korrela-
tionsproblems liefert dafiir ein extrem entgegen-
gesetztes Beispiel. Denn, wenn nicht zufillig ein
streng funktioneller Zusammenhang zwischen den
beiden Merkmalen besteht, haben die Matrizen
SStund St S in diesem Falle nur einen Eigenwert
+ 1. Es gibt also nach Gl. (29) nur je eine Eigen-
lésung ¢ und y zu diesem Eigenwert, wodurch
beide Einzelwahrscheinlichkeiten u und v eindeu-
tig bestimmt sind. Wenn eine der beiden durch
die S-Matrix nicht bestimmt sein soll, miissen
sdmtliche Eigenwerte von SSt bzw. StS§ iiberein-
stimmen und konnen, weil nach GI. (30) ein kon-
stanter Faktor vor der S-Matrix nicht in die Ge-
wichtsfunktion eingeht, willkiirlich 1 gesetzt wer-
den, so daB wir die S-Matrix der Quantenmecha-
nik unitdr annehmen diirfen. Es ist

StS=8s8"=1. (39)

Natiirlich kann nur eine der beiden Amplituden
frei gewidhlt werden. Die andere berechnet sich
nach Gleichung (29) aus

(39)

Hierin driickt sich die Korrelation zwischen den
beiden Merkmalen aus.

y==5"y.

F.BOPP

Unter der Voraussetzung unitirer Korrela-
tionsmatrizen nimmt die Operatordarstellung einer
Funktion F(Z,,7,) nach Gl. (34) eine besonders
einfache Gestalt an. Fiir F =&, und F =, er-
hélt man bzw.

. 1 .
\E/‘ ":?(a‘ll_!_:’)v) 6‘” ,,IE 6

wouw

(40)

Und fiir eine zusammengesetzte Funktion gilt all-
gemein: '

F=FE,n).

(41

An die Stelle einer Zahlenfunktion tritt die ent-
sprechende Operatorfunktion. Produkte sind da-
bei stets Hermitesch zu schreiben, und zwar
so, dall alle &- und alle n-Faktoren je fiir sich
allein zusammenstehen. Es ist leicht zu verifizie-
ren, dab z.B.

= = 1
7!,,2:7727 :ﬂuc’)':'z (217+17§)’

S50, G rE) (42)
ist. Die Faktorreihenfolge ist durch Gl. (30) fest-
gelegt.

Die zweite Bedingung wird eine Aussage iiber
spezielle, sogenannte komplementére Grollenpaare
enthalten. Wir miissen diese zunéchst definieren
und in ihren Eigenschaften kennenlernen.

Definition: Die Korrelation komplementirer

Grifien ist derart, daf} vollstindige Kenninis iiber

eine Grofe irgendeine Kenninis iiber die andere
ausschliefit.

Es ist sehr bemerkenswert, dal man zur Fest-
legung des Begriffs der Komplementaritit nicht
den vollen Inhalt der Unschiirferelation braucht,
sondern nur eine Aussage fiir den Grenzfall voll-
standiger Bestimmtheit einer der beiden komple-
mentdren Groflen. Im Anschlufl an Gl. (39) be-
sagt die Definition: Wenn wir ¢ und yx als ein
Paar komplementirer Amplituden auffassen, so
miissen alle Matrixelemente von S den konstanten

Betrag 1/)/ N haben. Wenn z.B.dasMerkmal &,
durch die Amplitude

Wu,:eiad

Wity
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genau bestimmt ist, so folgt aus der nach Gl. (39)

zu berechnenden komplementdren Amplitude
7,= Sf: ) et

nur dann Gleichwahrscheinlichkeit fiir die Werte

1,, wenn

IS,

o1 |

|=18,.=18

W2 | u03 I

..=1/VN

ist. Die Grofe des Betrags ergibt sich dabei aus
der Normierung von y und der Anzahl der Sum-
manden. Der Ansatz

1 nwy
“V—VVE ’ (M,

27
in dem e=e¢ Y die N.Einheitswurzel bedeutet,
gibt ein Beispiel fiir eine Komplementaritits-
matrix, das zugleich die Unitaritdtsforderung er-
fiilllt. Wegen €¥ =1 ist nédmlich

x 1 w—) 1 fiir' V=,
Zs,ltvsuv—;\"ze —‘lo fiir W'#’V.
I

vy=0,1,2...N—1),

(43)

Bis auf unwesentliche Anderungsmoglichkeiten
gibt Gl. (43) den einzigen Ansatz fiir eine uni-
tare Komplementaritdtsmatrix. Zwar bleiben bei
Multiplikation von links und rechts mit unitdren
Diagonalmatrizen Unitaritit der Matrix wund
Gleichheit der Betrdge ihrer Elemente erhalten.
Aber bei Rechtsmultiplikation &ndern sich nach
Gl. (39) die Phasen von y entgegengesetzt, so dafl
die Gewichtsfunktion von der Transformation
nicht beriihrt wird. Bei Linksmultiplikation kann
man die Phasen von ¢ passend mittransformieren
(sogen. Eichtransformation), so daf} ebenfalls die
Gewichtsfunktion invariant bleibt.

Auf Grund der komplementiren Verkniipfung
gemdf Gl. (43) kann man iiber die Matrizen §
und 7 in Gl. (40) noch genauere Aussagen
machen. Wir formulieren sie fiir die beiden
Grenzfille n=2 und n—~. Im ersten Falle
haben wir, wenn wir fiir & die Werte + 1 an-
nehmen:

s=(p_3).

sl 6 ) =0):

1}:
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Wir erhalten also die beiden Paulischen Ma-
trizen

=0, n= (44)

deren Vertauschungsrelation folgendermafien
lautet:

Enp—né=20,. (45)
Fir n=2 geben also gerade die P aulischen
Matrizen ein Beispiel fiir komplementire Grofen.
Die Heisenbergschen Vertauschungsrelatio-
nen sind danach kein spezifisches Kriterium fiir
die Komplementaritit. Die Korrelationsmatrix in
Gl. (43) ist umfassender?®.

Im Grenzfall n — o leiten wir die Operatoren
zweckmiligerweise aus den Mittelwerten ab. Wir
gehen von einem Ansatz aus mit endlichen, aber
grofen Werten® von N. Der Mittelwert einer
Funktion lautet explizit

>Y 1 *
F=sy X ulreonm+Fe, )
Joy My V 2T
— (w—v) A
(4 va'

Wenn sich die Funktion von Schritt zu Schritt
nur wenig dindert und wenn es a bezw. 38 Schritte
pro Einheit &, und =, gibt, bleibt, wenn wir

Po=Va yE)

und Naf =2 = fi setzen, die Normierung
* o * o dE
Zwa;e :/Va PE)-Va W(E)—a_
[ _
= fw@weEda=1

erhalten, und der Mittelwert lautet

F= 41ﬁfw G[FeE.n+rEm)

— E—&)m
e P (E)dE dE" dn. (46)

8 In diesem Zusammenhang ist es vielleicht bemer-
kenswert, dal Heisenber gs integrale Quanten-
mechanik zur Theorie der Elementarteilchen (Z. Na-
turforschg. 1, 608 [1946]) nur Korrelationsmatrizen
enthidlt als Verkniipfung der Wahrscheinlichkeits-
amplituden der Besetzungzahlen vor und nach dem
Stol.

9 Die Blochschen Gleichungen des Ferromagne-
tismus geben ein Beispiel fiir endliche Korrelations-
matrizen grofler Stufenzahl, fiir das der Grenziiber-
gang zu ,Spinwellen nur eine Nidherung. darstellt.
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Daraus folgen fiir F =& und F = 7 die speziellen
Ausdriicke

g =/w*(ii Ey (&g,
- (&, 7
n:i/w*(’é)ii( -dE, (47)
1 oE
die mit den Mittelwerten der den Heisenberg-
schen Vertauschungsrelationen

gn—ng= 3)

geniigenden Schrodingerschen Operatoren

= nod

2=t und =t
iibereinstimmen. Die Konstante % ist in diesen
Gleichungen ein MaB fiir die Korrelation, 1/%
ergibt sich durch Grenziibergang aus der Punkt-
dichte in der Ewn-Ebene. Uber die Zusammen-
setzung der Operatoren ist zu dem oben Gesagten
nichts Neues hinzuzufiigen. Den Zusammenhang
zwischen den komplementiren Amplituden erhilt

man nach einem &hnlichen Grenziibergang aus
Gl. (39). Es ist

1 =t
Z(n)=m/e . ]'I)(E)da- (49)

Das zweiparametrige statistische Gewicht lautet
also

1 ok
WE, = m[’l) (8)e B

£
c

v mrm| e

GemdlB Gl. (32) folgen aus ihm die Gln. (47)
durch gewohnliche Mittelbildung *°.

Die quantenmechanische Statistik wird erst
durch die Angabe vervollstindigt, welche GroRen-
paare komplementér sind, und im Falle konti-
nuierlicher Variabeln durch die Bestimmung der
Konstanten #i. Die zweite Bedingung lautet daher
folgendermalien:

! 7 ()

Zweite Bedingung: Die kanonisch konjugier-

tenVariabeln des Phasenraums sind komplementiir

und 2%xh = 6,62-10—2 erg-sec (Komplementari-
tatsprinzip).

Daraus folgt die mittlere Energie sofort aus der
Hamilton-Funktion H=H (p,q) des klassi-

F.BOPP

schen Problems

E:/H(p,q) W(p,qdpdyg.

Diese ist nach GI. (33) identisch mit dem quan-
tenmechanischen Operatorausdruck

(51)

E=/w*(q)H(~?— '(;;wq)w(q)dw (52)

Die letzte Bedingung ist nur dann in sich wider-
spruchsfrei, wenn die Eigenschaft der Komple-
mentaritit gegen kanonische Transformationen
invariant ist. Dieses Faktum ist aus der Quanten-
mechanik geldufig. Es ergibt sich etwa aus der
Invarianz der Vertauschungsrelationen .

Mit der Formulierung der Statistik sind die Be-
wegungsgesetze noch nicht vollstindig bestimmt.
Denn eine der beiden Wahrscheinlichkeitsampli-
tuden bleibt nach Bedingung 1 statistisch unbe-
stimmt. Die Erginzung ist jedoch fiir die gewohn-
liche Quantenmechanik ohne Problematik. Zu-
néchst kann man noch aus dem statistischen Ver-
halten eine Aussage iiber die zeitliche Anderung
der Wahrscheinlichkeitsamplituden machen. Seien
Y und ¢, die Amplituden, die der Variabeln g zur
Zeit ¢t und t = 0 zugeordnet sind, so muf die beide
GroBen verkniipfende Korrelationsmatrix nach
der ersten Bedingung unitir sein. Es ist also

Q‘U:Stwo’ wo:SfﬂJ; (S;l. St:S[S'j :1)

Fiir infinitesimale Anderungen folgt daraus die
Gleichung

y=—iJy mit J=iS s, J'=0), (59

in der J eine Hermitesche Matrix bedeutet.

Die Bestimmung der infinitesimalen Korrela-
tionsmatrix J setzt ein neues Prinzip voraus, das
wir folgendermallen formulieren:

Dritte Bedingung: Im Grenzfall verschwin-
dender Korrelation (i —0) geht GI. (53) in die
Hamilton-Jacobische Differentialgleichung
der klassischen Mechanik iiber (Korrespondenz-

prinzip).

Die Ausrechnung der Niherung ist aus den
Elementen der Quantenmechanik geldufig (0.N&-

10 Dieser Ausdruck unterscheidet sich von dem
Dirac-Neumannschen ,Operator” der Wahr-
scheinlichkeit (vergl. Abschnitt 4).

1 [P(p,9),Q(p,0)]=[p— K| oq,q + 3K 3p] = [p4]
fiir infinitesimale Transformationen.
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herung des WBK-Verfahrens) und ergibt:

1
J:TH(Pvg)s

_nHn
i

(54)

=H(p,9v (), (55)

also die zeitabhéingige Schrodinger-Gleichung.
Eine besonders einfache Gestalt hat das Korre-
spondenzprinzip im Falle stationdrer Losungen.
Es lautet: Die mit dem statistischen Gewicht in
Gl. (50) berechnete mittlere Energie aus Gl. (51)
ist extremal. Der mit Gleichung (51) identische
Ausdruck in Gl (52) fiihrt danach mit Riicksicht
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auf die Nebenbedingung J S *v dg=1unmittelbar
zur zeitunabhingigen Schrédinger-Gleichung.

4 Einordnung quantenmechanischer
Gibbsscher Gesamtheiten! in die ver-
allgemeinerte Statistik

Die Bedeutung der Komplementaritiatsmatrix in
Gl. (43) ist umfassender, als es bisher zum Aus-
druck kommt. Sei S, eine beliebige Korrelations-
matrix und seien ¢Nlund,xvdie zugehorigen Wahr-
scheinlichkeitsamplituden, die bei nichtentarteten
Eigenwertproblemen gemaf Gl. (29) wohlbestimmt
sind, so kann man die Gewichtsfunktion aus Glei-
chung (30) folgendermafen ‘

1 ; . 1 ' . + , — .
W;w = W[% suvlv + Yy S;Lvlv] = —2V—ﬁ‘ %Pn [wu (n) € a vlv (n) + Yu (n)e 2 vlv (")]

nach zwei komplementdren Orthogonalsystemen

1 wv
Y (n) und x (n) entwickeln. W € bedeutet

darin die Komplementaritdtsmatrix aus Gl. (43),
% (n) und ¢(n) sind gemaB Gl. (39) durch

1 wy

7ad

verkniipft und folgen aus den Gleichungen

1 .. o1 .

? I‘p‘u ‘S‘u vy = -‘—/'—7— Z b, wu (n) e!vav (”) .
Yon (57)

Multiplizieren wir mit ¢ —%7, so ergibt sich bei
anschlieflender Addition iiber v mit Riicksicht auf

1 W
Vfgpmwzww
folgende Beziehung
1 v o W=
3 Z Yu Suv € y )

v

= Zpu' WL (n,) Yuw (n/) ’
"

aus der nach Multiplikoaddition mit ¢, (n) das
unser Orthogonalsystem bestimmende Eigenwert-
problem folgt. Es ist

Z P;L'u Yu (n) =p, Y (n) . (58)
w

(56) -

Darin bedeutet P die Matrix

. 1 . (w—w)v
P,u w = ?Z‘ Yuw S;c' y € Ay

v

(59)

Berechnen wir den Mittelwert einer Funktion
F (&, u,) mittels Gl. (57), so folgt unter Beriick-
sichtigung der Gln. (33), (34) und (41):

F=Ypyy " WFE,mym, (60

n

also ein Ausdruck, der formal mit dem quanten-
mechanischen Mittelwert einer Gibbsschen Ge-
samtheit iibereinstimmt?®. Unter Benutzung der
Eigenfunktionen konnen wir die Matrix P auch
noch in der Form

P[L w ZZ]’u Yu (n) '4’;«,’ (n) (61)
n

schreiben. Sie fithrt zu dem fiir Mittelwerte ge-
liufigen Ausdruck: *

F=Z Ftcu’P,u"lo:SPur(FP)'

—

(62)
1y

12 Dije folgenden statistischen Betrachtungen sind
durch Diskussionsbemerkungen von Hrn. Dr. Pik-
kert (Math. Inst. Tiibingen) und Hrn. Dr. Moliére
angeregt, fiir die ich beiden herzlich danke.

13 Vergl. hierzu P. A. M. Dirac, Principles of
Quantum Mechanies, 2. Aufl.; § 37, Oxford 1935; J. v.
Neumann, Mathematische Grundlagen der Quanten-
mechanik, Kap. IV ff.; Springer 1932; G. Moliére u.
M. Delbriick, S.-B. preu. Akad. Wiss.,, Physik.-
math. KI. 1936, Nr.1.
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Wir kionnen danach formal jede Wahrschein-
lichkeitsverteilung — auch eine klassische — auf-
fassen als eine Gibbssche Gesamtheit quanten-
mechanischer Systeme. Da jedoch die Matrix P
in GL (59) im allgemeinen nicht Hermitesch
sein wird, brauchen die Eigenwerte p, weder
positiv noch reell zu sein. Nur wenn letzteres zu-
trifft, nur wenn P lauter reelle, nicht negative
Eigenwerte hat, kénnen wir diese als Wahr-
scheinlichkeiten, als relative Haufigkeiten fiir die
einzelnen in der Gibbsschen Gesamtheit vor-
handenen Quantenzustinde auffassen. Das Er-
gebnis unserer Betrachtung lautet also: Die Ge-
wichtsfunktion fiir eine Gibbssche Gesamtheit
quantenmechanischer Systeme stellt eine umfas-
sendere Realisierung unserer verallgemeinerten
_ Statistik dar als der in Abschnitt 3 untersuchte
»reine Fall“. Aber nicht jeder Ansatz einer Ge-
wichtsfunktion der verallgemeinerten Statistik
1aBt sich als echte Gibbssche Gesamtheit quan-
tenmechanischer Systeme auffassen. Das ist nur
moglich, wenn die Zustandsgewichte p, reelle,
nicht negative Zahlen sind und damit als Zu-
standswahrscheinlichkeiten aufgefalt werden
konnen. Die beiden bekannten Realisierungsmog-
lichkeiten der verallgemeinerten Statistik lassen
sich hiernach in drastischer Weise einander
gegeniiberstellen: Klassische statistische Gesamt-
heiten sind durch positive Gewichtsfunktionen,
quantenmechanische statistische Gesamtheiten
durch positive Zustandsgewichte gekennzeichnet.
Diese beiden Moglichkeiten stellen jedoch keine
Alternative dar. Erstens gibt es Gesamtheiten, die
beiden Bedingungen geniigen, die sich also zu-
gleich klassisch und quantenmechanisch ver-
stehen lassen. Zweitens kann man Gesamtheiten
angeben, die weder klassisch noch quantenstati-
stisch gedeutet werden kénnen.

Diese verschiedenen Méglichkeiten sollen an
den speziellen, am Ende der Abschnitte 1 und 2
diskutierten Doppelalternativen erldutert werden.
Die Gewichtsfunktionen

, [4 B
= {2 7)

(es ist hier zweckmibig, fiir die Matrixelemente
neue Buchstaben zu benutzen) sind in beiden
Fillen reell, so daB wir auch S, ¥ und % reell an-
nehmen konnen. In diesem Fall lautet Gl. (59)
einfach

F.BOPP

(u — )y

Z”.,(

A+ B C—I))
A—B C+ D

Il ll

Daraus folgt
P= (

so daB die Gewichtsfaktoren
p=1/2+1/2V1—-8U D+ BC)

sind. Die beiden klassischen Beispiele 4 =B = C
=D ="'/, zwischen den Gln. (11) u. (12) und
A=D=0,2304; B=0,1296 und C =0,4096 am
Ende von Abschnitt 2 liefern ebenso wie das Bei-
spiel in Gl. (13) lauter positive p (ndmlich bezw.
Dy=py="l2; p; ,=0,5£0,1941 und p,=2h, p,="1),
lassen sich also sédmtlich quantenstatistisch ver-
stehen, die beiden ersten Beispiele auflerdem — wie
wir oben gesehen haben — auch klassisch. Der
Ansatz A=D =3/s, B=C =15 liefert ein rein
klassisches Beispiel, denn die Zustandsgewichte
p=05%0,25¢ sind komplex.

1 (7—3

P=15ls =

) mit p— 0,540,125

ist offenbar weder klassisch noch quantenstati-
stisch deutbar. Es ergibt sich aus Gl. (11) mit
cos?2a =11, cos2B =3/1, cos?y = "/s. Unsere verall-
gemeinerte Statistik reicht also, auch wenn wir
Gibbssche Gesamtheiten quantenstatistischer Sy-
steme in Betracht ziehen, weiter als bekannte An-
sétze.

Sie fiihrt uns damit zu einigen iiber die Quan-
tenstatistik hinausweisenden Fragen. Kann man
etwa aus dem Ganzen noch andere ausgezeichnete
Spezialfidlle herausheben? Gibt es Beispiele, die
weder von der klassischen noch von der quanten-
mechanischen Statistik erfallit werden? Wir stel-
len diese Frage, ohne sie gegenwiirtig beantwor-
ten zu konnen. Es ist nicht einmal leicht anzu-
geben, welche Art statistischer Beobachtung nach
Realisierungen der verallgemeinerten Statistik zu
suchen erlaubt. Die Angabe einer Reihe von Ein-
zelwahrscheinlichkeiten reicht allein nicht aus,
um eine Aussage iiber die Korrelationsmatrizen
zu gewinnen. Ohne weitere Kenntnisse kann man
sie stets als statistisch unabhiingig betrachten.
Erst wenn man etwas mehr weil — wie im Bei-
spiel am Ende von Abschnitt 1, in dem ¢ als
Funktion von a, b gegeben ist (¢ =ab) —, erhilt
man Bestimmungsgleichungen fiir die Korrela-
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tionsmatrizen. Hier wird man die mathematische
Analyse noch weiter fithren miissen, ehe man
entscheiden kann, ob es neben der gewohnlichen
und der quantenmechanischen noch andere Arten
der Korrelationsstatistik gibt, und ehe man es
unternehmen kann, nach realen Beispielen fiir die
neue Statistik zu suchen.

Formulieren wir zum Schluf}, was aus den obi-
gen Betrachtungen fiir die Quantenmechanik
folgt!** Die quantenmechanische Beschreibung
eines atomaren Systems ist eine rein statistische.
Sie gibt im Prinzip fiir jede einzelne Gréfe, nicht
aber fiir die Gesamtheit aller Gréfen zugleich, die
relative Haufigkeit ihrer Werte. Simtliche Grofien
stehen miteinander in Korrelation. GeméafBl der
allgemeinen Korrelationsstatistik werden die
Wahrscheinlichkeitsamplituden der einzelnen
Grofen durch Korrelationsmatrizen, gewdéhnlich
Transformationsmatrizen genannt, miteinander
verkniipft. Diese Matrizen sind speziell in der
Quantenmechanik unitdr (1. Bedingung). Letz-
teres bedeutet physikalisch, dal von allen Einzel-
wahrscheinlichkeiten eine nicht durch die Stati-
stik, sondern erst durch eigentlich physikalische
Bestimmungsstiicke (Hamilton-Funktion, An-
fangsbedingungen, Randbedingungen u. dergl.)
festgelegt wird. Hierin unterscheiden sich quan-
tenstatistische Probleme von solchen der gewdhn-
lichen Korrelationsstatistik. Alle andern Groflen
folgen aus der einen, die willkiirlich ausgew#hlt
werden kann, gemdl ihrer Korrelation.

Unter den moglichen Korrelationen spielt die
komplementire, durch Gl. (43) definierte, eine
besondere Rolle. Sie verkniipft die kanonisch kon-
jugierten Variabeln derart (2.Bedingung), daB
vollstindige Kenntnis einer Grifie jede Kenntnis
iiber die andere ausschlieft. Im Falle konti-
nuierlicher Variabeln ist die Komplementaritét
durch Gl. (49) gegeben, und die durch Gl. (33)
definierten Operatoren komplementirer Grofen
geniigen den Heisenbergschen Vertauschungs-
relationen in GI. (48). Gl. (49) ist von der Form
eines Fresnelschen Beugungsintegrals. Es lie-

fert unmittelbar die vollstindige Unschérferela-

tion. Von hier aus finden alle Diskussionen von
Gedankenexperimenten, die vom Korpuskel- zum
Wellenbild iibergehen, ihre statistische Rechtfer-

12 Fg verdient bemerkt zu werden, dafl H. G. Ku -
ner die quantenmechanische und die Gebeleinsche
Statistik in einer der vielen anregenden Randbemer-
kungen in ,Principia Physica“, S.240, Vandenhoeck
& Ruprecht [1946], zusammen nennt.
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tigung. Nur kann man schwerlich noch von einer
Dualitit in dem Sinne sprechen, dafl ein Elektron
je nach den Versuchshedingungen bald als Welle,
bald als Teilchen erscheine. Wir haben in der
hier entwickelten Statistik stets das. Teilchen vor
uns, dessen Bewegung jedoch nach Wahrschein-
lichkeitsgesetzen erfolgt. Diese werden durch Wel-
len im Konfigurationsraum beschrieben.

Neben den Korpuskeln gibt es im dreidimen-
sionalen Anschauungsraum auch noch Wellen im
klassischen Sinne®. Von diesen Wellen einer
klassischen Feldtheorie ausgehend, kann man,
wie die Quantentheorie der Wellenfelder zeigt,
ghnlich wie oben zu einer statistischen Beschrei-
bung iibergehen. Man weil}, dafl man dabei eben-
falls zu Wellen im Konfigurationsraum kommt
und daB letztere nach passender Variabelntrans-
formation mit den Konfigurationswellen einer ent-
sprechenden Partikeltheorie iibereinstimmen. Man
kann also wenigstens prinzipiell zu jeder klassi-
schen Partikeltheorie eine in der statistischen
Beschreibung dquivalente klassische Wellentheo-
rie angeben und umgekehrt, so daf man jeden
quantenstatistischen Vorgang rein partikelmiBig
oder rein wellenmifBig beschreiben kann. Danach
wire es z.B. bei der Diskussion der Heisen-
bergschen Gedankenexperimente keineswegs not-
wendig, vom Partikel- zum Wellenbild iiberzu-
gehen, wenn man nur den statistischen Komple-
mentarititsbegriff benutzt. Es ist aber moglich
und vielleicht zur anschaulichen Beschreibung
der Komplementaritat bequem.

Jede statistische Aussage enthdlt subjektive
Elemente. Denn sie ist nicht nur von den Objekten
her bestimmt, sondern auch von dem Umfang
unseres Wissens iiber diese. Wenn man in quan-
tenmechanischen Erérterungen von einem Ein-
bruch des Subjekts in die objektive Welt der
Physik spricht, so meint man damit allerdings
etwas anderes. Wegen der Unmdoglichkeit der Ver-

15 Die folgenden Uberlegungen ergaben sich aus
einer Diskussion mit Herrn Prof. Heisenberg,
fiir die ich ihm herzlich danken mochte. Man vergl.
hierzu Heisenber g, ,Physikalische Prinzipien®,
Hirzel [1930], VI 6/8, und v. Weizsdcker, ,Zum
Weltbild der Physik®”, Kant-Vortrag, Hirzel [1945],
ebenso dessen demniichst erscheinenden Aufsatz:
»Moglichkeit und Unendlichkeit”, in dem unabhingig
die Quantentheorie als Ausdruck einer neuartigen
Statistik erkannt wird. Auch ihm sei fiir Diskussio-
nen und fiir die Uberlassung des Aufsatzes vor seiner
Publikation herzlich gedankt. Dieser Dank gilt auch

fiir einige in dieselbe Richtung weisende briefliche
Anmerkungen von Hrn. Geh.Rat Sommerfeld
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einigung dualer Seinsweisen im Objekt hiingt es
vom Beobachter ab, in welcher Gestalt ihm das
Objekt entgegentritt. Die quantenmechanische
Statistik ist also nicht nur wegen unseres be-
schriankten Wissens subjektgefirbt, sondern auch
wegen der Gleichwertigkeit verschiedener Ge-
stalten zur Beschreibung des Seins. Dabei ist zu
beachten, da die Behauptung der Gleichwertig-
keit der beiden Gestalten: Korpuskel und Welle,
eine objektive Aussage darstellt, die aus der spe-
ziellen Art der Korrelation, ndmlich der Kom-
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plementaritit, folgt. Die Heisenbergschen Ge-
dankenexperimente heweisen in diesem Zusam-
menhang, dall man sich der objektiv bestehenden
Bindung durch die Komplementaritit auf keine
Weise entziehen kann. Sie geben uns ebenso von
der Komplementaritdt Kunde wie z.B. die Stabi-
litit der Elektronenbahnen in unberiihrten Was-
serstoffatomen.

Die vorstehenden Untersuchungen sind durch Dis-
kussionen iiber v. Weizsickers oben zitierte1s

Vortrage mit Hrn. Pg‘of. Fues angeregt, fiir die ich
auch an dieser Stelle herzlich danken méchte.

Zur Theorie der Neuen Sterne

Von GERHARD Miczaika
Aus der Badischen Landessternwarte Heidelberg-Koénigstuhl
(Z. Naturforschg. 2a, 216—219 [1947]; eingegangen am 30. September 1946)

Als »Neue Sterne“ oder ,Novae“ werden ge-
wohnlich Sterne bezeichnet, deren Helligkeit
sehr plétzlich, etwa in einigen Stunden oder ein
bis zwei Tagen, um mehrere Griolenklassen an-
steigt, um dann erheblich langsamer wieder zum
Ausgangswert, meist unter sekundiren Schwan-
kungen, zuriickzukehren. Aus den spektroskopi-
schen Befunden geht hervor, dafl der Ausbruch
mit einer gewaltigen Vergroferung der Stern-
oberfliche verbunden ist, die im wesentlichen als
eine Vergroferung der Atmosphiire des Sterns
aufzufassen sein diirfte. Violettverschiebung der
Absorptionslinien, Verbreiterung der Emissions-
linien und schlieflich Auftreten typischer Nebel-
linien sind die wichtigsten Charakteristika fiir
das Ablaufen des Novaprozesses. Zur Kennzeich-
nung einer Nova miissen beide Kriterien, plotz-
licher Helligkeitsanstieg und spektrale Merkmale,
nachweisbar sein.

Die bei einem Ausbruch abgegebene Energie ist
nur ein geringer Bruchteil des potentiellen Ener-
gievorrats eines Sterns, der der Grifenordnung
nach etwa 1049 erg betréigt. Biermann! schiitzt
die bei einem Ausbruch abgegebene Energie aus
der Lichtkurve auf etwa 1044 erg. Massenmilbig
diirfte ebenfalls nur ein kleiner Teil des Sterns an
der Aufblihung und Aushildung einer ausgedehn-
ten Atmosphérenschicht teilnehmen.

*L.Biermann, Z. Astrophysik 18 344 [1939].

Das eindrucksvolle Phinomen der Novae ist
hdufig und bereits sehr frith Gegenstand von
Hypothesen iiber seinen Ursprung gewesen, ohne
daf bisher eine befriedigende Erklirung gefunden
worden wire. Die zur Zeit zweifellos plausibel-
sten Vorstellungen haben Uns61d? und spéter
Biermann?! entwickelt. '

Uns6ld weist darauf hin, daB in einer Stern-
atmosphéire eine herabsinkende Gasmasse nicht
nur ihren Druck und ihre Temperatur, sondern
auch ihren lonisationsgrad éndert. Bei Tempera-
turerhdhung wiirde also die Translationsenergie
der Teilchen vergréBert und Ionisationsarbeit ge-
leistet. Das Verhalten des Gases nihert sich dem
eines mehratomigen, da das effektive Verhilinis

der spezifischen Wirmen x < 35 wird. Unter der
Voraussetzung, dall eine Schicht ‘hauptsichlich
aus Wasserstoff aufgebaut ist, und Annahme
plausibler Werte fiir Temperatur und Massen-

absorptionskoeffizient sinkt x unter Umstinden
sogar unter */s. Dies bedeutet bekanntlich instabi-
les  Strahlungsgleichgewicht und thermodyna-
mische Stabilitdt der ausgleichenden Konvektions-
strome. Unso1d glaubt nun, daf die Instabilitit
auch anders zum Ausgleich kommen kann. Der
thermodynamisch  instabile Zustand eines Teils
des Sterns bedeutet noch nicht dynamische In-
stabilitit des Ganzen. Eine kleine Stérung jedoch
*A. Unséld, Z. Astrophysik 1, 138 [1930].



